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L'ESSENTIEL

> Il y a environ deux siécles,
Joseph Fourier a proposé
une méthode puissante
pour résoudre l'équation de
propagation de la chaleur.

> Cette méthode consiste a
représenter une fonction f
sous la forme d'une somme de
sinusoides, pondérées par des
coefficients numériques qui se
calculent a partir de f.

> Cet outil mathématique
permet de représenter avec une
bonne approximation un signal
de durée finie a l'aide d'un
nombre limité de coefficients.

> Les raffinements successifs
de l'analyse de Fourier,
notamment avec les
représentations par ondelettes,
sont au ceceur des technologies
numériques d'aujourd’hui.
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L’analyse
de Fourier, pilier

du numerique

Repreésenter une fonction ou un signal quelconque sous la forme d'une somme
de fonctions elémentaires et aisément calculables: telle est la philosophie

qui sous-tend la méthode mathématique mise au point au début du xix® siecle
par Joseph Fourier. Cet outil universel a connu plusieurs avatars récents

qui lui donnent un réle clé dans la révolution numérique en cours.

e nombreuses commémo-

rations du 250¢ anniver-

saire de la naissance de

Joseph Fourier ont jalonné

I’année 2018. Ce mathéma-

ticien, physicien, adminis-
trateur et égyptologue a publié¢ en 1822 un
mémoire, intitulé Théorie analytique de la cha-
leur, qui a placé son nom au panthéon de la
science. Les méthodes et outils qu’il y intro-
duisait ont constitué une avancée considérable
pour la physique mathématique et la physique
théorique. Mais leur portée va bien au-dela:
les techniques de traitement du signal qui en
sont issues sont aujourd’hui utilisées massive-
ment dans toutes les sciences et technologies
du numérique, du codage de la voix dans les
téléphones portables a la transmission des
images par Internet.
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En fait, ’«analyse de Fourier» est au cceur
de la révolution numérique actuelle. Et méme
si elle est agée de plus de deux siecles, elle
continue a se développer et se perfectionner,
comme nous allons le voir.

Lexpression «analyse de Fourier» désigne les
méthodes introduites par Fourier pour représen-
ter une fonction quelconque sous la forme d’'une
somme de fonctions élémentaires. Lidée remonte
au xviI® siecle et au savant suisse Daniel
Bernoulli, qui cherchait a résoudre ’équation
régissant la propagation des vibrations le long
d’une corde (c’est-a-dire une version de ’équa-
tion des ondes, voir la figure page 56).

Dans sa Théorie analytique de la chaleur,
Fourier développait une théorie décrivant la
propagation de la chaleur, et aboutissait a
une équation générale a laquelle ce processus
obéit. Pour résoudre cette équation, Fourier >
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> entreprit, a la suite de Daniel Bernoulli, de
représenter toute fonction f(x) comme une
somme (une «série») de fonctions sinusoi-
dales, éventuellement en nombre infini: les
fonctions du type sin(nx) ot n est un nombre
entier positif arbitraire. Il remarqua que
quand la répartition initiale de la tempéra-
ture est décrite par de telles sinusoides, les
calculs d’une solution de I’équation de pro-
pagation de la chaleur se simplifient
considérablement.

L'ATOUT DES FONCTIONS
SINUSOIDALES

L’atout des fonctions sinusoidales dans ce
contexte tient a la conjonction de deux pro-
priétés. La premiere est que les équations
considérées sont «linéaires». Qu’est-ce que
cela signifie? Les fonctions f qui y jouent le
role d’inconnues n’apparaissent qu’au premier
degré: il n’y a pas de termes comportant une
puissance de f autre que 1, par exemple des
termes en f* ou en 1/f. Il s’ensuit que ces équa-
tions sont linéaires, c’est-a-dire que si ’'on a
deux fonctions f, et f, obéissant a I’équation,
alors toute fonction de la forme af, +bf,, ot a
et b sont des nombres quelconques, est aussi
une solution de cette équation. Cette pro-
priété fondamentale de linéarité se retrouve
dans de trés nombreuses équations de la phy-
sique, au moins quand on décrit les phéno-
menes en premiere approximation.

I s’agit généralement d’équations diffé-
rentielles (équations ou la fonction inconnue
intervient avec ses dérivées), et a la linéarité
de celles-ci s’ajoute I’autre propriété fonda-
mentale: les fonctions sinusoidales sont pro-
portionnelles a I'opposé de leur dérivée
seconde. En effet, la dérivée seconde (par
rapportax) de sin(ax) est égale a —a*sin (ax).

Pour illustrer 'intérét de ces fonctions,
supposons que I’on cherche a résoudre I’équa-
tion linéaire f”(x) =sin(x) +2sin(3x) (c’estun
exemple, a une dimension, d’équation de
Poisson) ou f” désigne la dérivée seconde de

Quelques-unes des équations fondamentales de la physique sont indiquées ici dans leur version la
plus simple (sans coefficients numériques). Ici, t désigne le temps, x, y, z les coordonnées d'espace,
et f représente une fonction f(x, y, z, t) dont la valeur dépend de la position (x, y, z) et de l'instant t.
La notation &f/dx désigne la dérivée (dite partielle) de f par rapport a la variable x, et 8%f/dx*
désigne la dérivée seconde de f par rapport a x. Les équations de Laplace et de Poisson
interviennent notamment en mécanique des fluides incompressibles et en électrostatique.
Comme leur nom l'indique, I'équation des ondes régit la propagation des ondes, et celle

de la chaleur régit la propagation de la chaleur. Grace a la linéarité de ces équations,

I'analyse de Fourier permet de les étudier, voire de les résoudre, efficacement.

EQUATION DE LAPLACE Af: (o]
ou Af désigne le laplacien de f, 0= 02 02
définipar: A f= —fz+—'i+—]:
ox* 0y° o0z
EQUATION DE POISSON Af=
(ou g est une fonction donnée) f =&
o’f
EQUATION DESONDES A f= FYe
of
EQUATIONDELACHALEUR A f= a_t

la fonction inconnue f. On peut alors chercher
une solution f de la forme :
f(x) =asin(x) +bsin (3x).
Comme on a sin” (x) =-sin(x)
et (sin(3x))”=-9sin(3x), ’équation
devient:
f’(x)=-asin(x) -9bsin(3x)
=sin(x) +2sin(3x).
On obtient donc une solution en égalisant les
coefficients des sinusoides des deux cotés de
’équation, ce qui donne a=-1 et b=-2/9.
Pour que le procédé puisse s’appliquer de
facon générale, il faut démontrer 'universalité
de la décomposition en série de sinusoides
d’une fonction fquelconque, et surtout dispo-
ser d’une formule de calcul des coefficients de
la décomposition. C’est a cette formule fon-
damentale que Fourier parvient dans son
ouvrage. Si 'on considére une fonction

LA TRANSFORMATION DE FOURIER RAPIDE

e calcul direct de la transformée
L de Fourier d'un signal discret de

N échantillons (c'est-a-dire défini
par la donnée de N valeurs numériques
consécutives) nécessite de l'ordre de
NZ opérations, ce qui devient rapidement
prohibitif lorsque N est grand. Il existe
cependant des algorithmes plus rapides,

dits de FFT (pour Fast Fourier Transform).

Le plus célébre est celui proposé en 1965
par James Cooley et John Tukey lorsque
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N est une puissance de 2. En appliquant
récursivement une stratégie faisant
porter le calcul sur des séquences de taille
moitié, cet algorithme réduit la
complexité du calcul a un nombre
d'opérations de l'ordre de N log, N. Ainsi,
on gagne un facteur 32 pour un signal
de N = 256 échantillons. Le facteur de
gain dépasse 4 000 lorsque N = 65 234
(soit 2%%) ; il est d'autant plus élevé que

N est grand. L'avénement de la FFT a été

fondamental pour la mise en ceuvre
pratique et a grande échelle de méthodes
fondées sur la transformation de Fourier.
La FFT est vraisemblablement le second
algorithme le plus utilisé au monde,
juste apres l'algorithme de tri (Quick sort
ou Merge sort) utilisé pour stocker

ou récupérer des données dans

les mémoires informatiques.
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La méthode de Fourier
s’applique aussi

aux fonctions

de plusieurs variables

Le tracé en rouge représente

une fonction périodique.

Sa décomposition de Fourier
(tracés noirs) montre qu'elle est
principalement constituée de

la somme de trois oscillations
sinusoidales. Les autres oscillations
sinusoidales qui composent

le signal sont de faible amplitude
et négligeables: on peut donc
représenter avec une trés bonne
précision la fonction périodique en
question a l'aide de seulement trois
coefficients de Fourier (et des trois
fréquences des oscillations
correspondantes).

quelconque (mais suffisamment régu-

liere) f(x) définie sur lintervalle [0, n], elle

peut s’écrire sous la forme:

flx)=a,+a sinx+a,sin(2x) +...+a sin(nx) +...
Dans cette représentation de f par une

«série de Fourier», chaque coefficient s’obtient

par une simple formule intégrale:

n
a,=1t [) f(x) sin(nx) dx

Cette formule explicite le n-ieme coeffi-
cient de la fonction f(x) sur la base constituée
par les fonctions élémentaires sin(nx). On
Pinterprétera plus tard comme le calcul d’un
«produit scalaire» entre la fonction f(x) et
Pélément sin(nx) de la base de Fourier. En
effet, dans ce contexte, un produit scalaire
entre deux fonctions f et g définies sur [0, n]
peut étre défini par la formule:

GO=L [ fx) g dx

AN AN NN AWM

Amplitudes

Temps

Et ’on montre aisément que la base for-
mée par les fonctions sin(nx) est orthonor-
mée, c’est-a-dire que le produit scalaire de
sin(mx) et de sin(nx) est égal a 0 si m#n, et
égal a 1 si m=n. Autrement dit, la représen-
tation de f par une série de Fourier revient a
exprimer un vecteur f a ’aide d’une base
orthonormée constituée des vecteurs
sin(nx), qui sont de norme unité et orthogo-
naux entre eux.

Ces considérations et formules s’étendent
sans difficulté (moyennant des modifications
des divers facteurs numériques qui inter-
viennent dans les expressions) a des fonc-
tions définies sur un autre intervalle
que [0, n], ainsi qu’a des fonctions de plu-
sieurs variables. Fourier a d’ailleurs utilisé ces
outils pour représenter le champ de tempé-
rature T(x, y, z) dans un solide.

La représentation de Fourier se généralise
aussi a des fonctions définies sur tout I’en-
semble des nombres réels. Dans ce cas, elle
prend la forme d’une intégrale, et non d’une
somme discrete, et on la dénomme transfor-
mée de Fourier.

UNE THEORIE RENDUE
RIGOUREUSE TARDIVEMENT

Fourier affirmait sans preuves valables que la
représentation par des sinusoides et les formules
correspondantes s’appliquaient a des fonctions
quelconques. Il faut dire qu’au début du
x1x* siecle, de nombreux concepts de I'analyse
mathématique, tels que la notion de fonction ou
celle de limite, n’avaient pas de définitions suffi-
samment précises pour que ’on puisse fournir
des démonstrations rigoureuses.

Une bonne partie des développements de
'analyse jusque dans les années 1960 auront
pour objectif de préciser dans quelles condi-
tions et dans quel sens la série de Fourier d’une
fonction f, calculée a partir des formules de
Fourier, peut représenter cette fonction f. En
effet, la somme d’une infinité de nombres n’a
de sens que si elle converge, c’est-a-dire si la
somme des n premiers termes tend vers une
limite finie quand » tend vers l'infini. Or le
théoreme de Carleson, qui prouve rigoureuse-
ment que la série de Fourier d’une fonction f(x)
de carré intégrable (c’est-a-dire une fonction f
dont I'intégrale de f* existe et donne un résultat
fini) converge pour presque tout x vers f(x),
ne date que de 1966.

Pourquoi la représentation d'une fonction
par une série de Fourier est-elle si utile? Tout
d’abord, elle montre qu’on peut reconstruire
une fonction quelconque (mais suffisamment
réguliére) définie sur un intervalle borné a par-
tir d’un objet beaucoup plus simple, a savoir la
suite discrete de ses coefficients de Fourier.

Ensuite, on démontre que ces coeffi-
cients a, tendent rapidement vers zéro quand
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> k tend vers I'infini; il s’ensuit qu’on peut ne
garder qu’un nombre fini, disons les n pre-
miers coefficients, pour reconstruire la fonc-
tion avec peu d’erreur. En effet, le reste de la
série de Fourier, c’est-a-dire la somme de tous
les termes négligés a,sin (kx), d’indices supé-
rieurs a n, tend vers zéro quand n tend vers
I'infini. Autrement dit, on peut représenter
avec une bonne approximation toute fonction
par un nombre fini de coefficients de Fourier.
En termes modernes, cela signifie que 'on
peut «numériser» efficacement la fonction,
qui est alors représentée par un ensemble fini
de nombres.

Ainsi, on peut représenter avec une bonne
approximation un signal temporel f(#) sur une
durée finie par la somme d’un nombre fini de
signaux sinusoidaux de la forme a,sin(akt) ou
k est un entier positif et a une constante qui
dépend de la durée sur laquelle le signal est
défini. Cela correspond a une décomposition
du signal en ses principales fréquences (la
fonction sin(akt) a une fréquence ak/(2x))
(voir la figure page 57). Lensemble des fré-
quences représentées dans la série de Fourier
de la fonction f(t) définit ce qu'on appelle le
spectre de f, par analogie avec le spectre de la
lumiere blanche, qu'un prisme décompose en
composantes colorées, de fréquence bien
déterminée (voir la figure page 55).

RESOUDRE DES EQUATIONS,
RETOUCHER DES IMAGES...

Comme nous ’avons vu sur un exemple, la
représentation en sommes de sinus (ou de
cosinus, ou, de facon plus générale, d’expo-
nentielles complexes, de la forme
e““=cosax+isinax ou i est le nombre imagi-
naire tel que =-1) permet de résoudre, dans
toutes sortes de cas que Fourier a détaillés
dans son traité, non seulement I’équation de
la chaleur, mais aussi les principales équations
linéaires de la physique.

La méthode de Fourier, souvent tres effi-
cace, trouve régulierement de nouvelles appli-
cations. Par exemple, en 2003, Patrick Pérez,
Michel Gangnet et Andrew Blake, alors cher-
cheurs chez Microsoft au Royaume-Uni, ont
proposé une méthode, nommeée édition de
Poisson, pour pratiquer le copier-coller d’une
image dans une autre. Elle est aujourd’hui
mise en ceuvre dans tous les logiciels de
retouche d’images.

Les trois chercheurs partaient de 'obser-
vation que I'on ne peut pas juste copier-coller
brutalement un morceau d’une image I, dans
une autre image 1,: en effet, le bord de la zone
copiée se détecterait immédiatement, car les
couleurs de I'image cible I, et du morceau collé
extrait de I, sont généralement différentes.
Pour faire une retouche «sans couture », 'idée
est de fusionner non pas les deux images, mais
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Dans les analyses de Fourier locales, le signal est découpé en courts segments sur lesquels
les caractéristiques spectrales sont considérées comme homogenes. Pour ce faire, on utilise

une fenétre «douce» qui glisse sur le signal et préléve sur celui-ci des segments pondérés
et partiellement recouvrants. Ainsi, pour effectuer une analyse du signal représenté en a,

on peut envisager un ensemble de fenétres locales telles celles représentées en pointillés,
dont chacune permet d'isoler une partie du signal (b et c). L'analyse de Fourier est ensuite

appliquée a chacun des fragments de signal ainsi isolés.

leurs gradients, en créant un champ de vec-
teurs V qui est égal au gradient de la premiere
image I, sur la zone a coller et au gradient de
I'image cible I, ailleurs. Rappelons que le gra-
dient d’une fonction f(x, ¥), qui décrit 'image,
est le champ de vecteurs du plan dont les com-
posantes sont la dérivée df/dx de f selon la
coordonnée x et la dérivée dffdy selon la coor-
donnée y. Or on montre que reconstruire une
image f dont le gradient soit aussi proche que
possible du champ V revient a résoudre une
équation de Poisson, ce que des algorithmes
fondés sur la méthode de Fourier effectuent
trés rapidement.

En fait, dés le xix© siécle, la résolution de
nombreux problémes, notamment les prévi-
sions astronomiques, s’est effectuée par la
méthode de Fourier, en calculant des coeffi-
cients d’une série de Fourier. Ce faisant, des
méthodes rapides pour effectuer ces calculs
seront redécouvertes plusieurs fois. Elles anti-
cipaient I'invention en 1965 par les Américains
James Cooley et John Tukey de la transforma-
tion de Fourier rapide ou FFT, pour «Fast
Fourier Transform» (voir encadré page 56).

A la fin des années 1940, ’apparition des
premiers ordinateurs a fait naitre une nouvelle
discipline, le traitement du signal, qui utilise la
numérisation des sons et des images pour leur
faire subir des transformations visant a en amé-
liorer la qualité (par exemple en enlevant des
bruits parasites) ou a les transmettre efficace-
ment. Les méthodes de I’analyse de Fourier y
ont trés vite rencontré un immense succes, di
au fait que la plupart des signaux et images sont

Patrick Flandrin
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représentés de facon économique par une série
de Fourier. En effet, la transmission d’un petit
nombre de coefficients suffit pour reconstituer
le signal avec une grande précision; de plus, les
bruits parasites correspondent souvent, dans
la série de Fourier, a des termes dont les coef-
ficients ont une faible valeur, et il est donc plus
facile de les éliminer en utilisant la représen-
tation de Fourier.

Cependant, si’on s’en tient a sa formula-
tion initiale, la représentation de Fourier
souffre de limitations dans bon nombre de
situations. Une représentation en termes de
fonctions sinusoidales est a priori bien adap-
tée pour décrire un signal présentant des
oscillations permanentes. Mais dans des cas
moins «stationnaires » (signaux transitoires,
modulations de fréquence, etc.), la descrip-
tion qu’elle offre peut s’écarter sensiblement
du signal réel.

Si ’on s’en réfere a une analogie musicale,
on peut voir un mode de Fourier (c’est-a-dire

ans sa version de base, l'analyse de Fourier

représente un signal temporel f(t) par un

spectre fréquentiel qui ne dépend pas du
temps : les modes de Fourier - les fonctions
sinusoidales comme a_sin (nt) - sont supposés
établis de fagon permanente, avec des poids a_
constants. Afin de rendre l'analyse évolutive et
plus fine, on peut segmenter le signal en courts
intervalles de temps successifs et appliquer
l'analyse de Fourier sur chacun de ces intervalles.
On parle alors de « transformée de Fourier a
court terme » et la représentation dite temps-
fréquence qui en résulte est 'analogue de
l'écriture d'un morceau musical sur une portée
(voir la figure) : pour chaque intervalle de temps,
on obtient un ensemble de fréquences (les notes
en musique) représentatives du signal.

Temps (en secondes)

une oscillation sinusoidale) comme une note
de musique dont la hauteur correspond a la
fréquence de ce mode. Ce point de vue se
heurte cependant au fait qu'un tel mode est par
définition éternel alors que, dans tout morceau
de musique, les notes que ’on entend sont
localisées dans le temps.

DECOUPER LE SIGNAL EN
COURTS SEGMENTS TEMPORELS

Dépasser cette limitation a fait 'objet de
nombreux travaux depuis les années 1940. On
a ainsi cherché a mettre au point une analyse
de Fourier «locale» qui réaliserait mathéma-
tiquement ce qu’on lit sur une portée musi-
cale. En d’autres termes, il s’agissait d’obtenir
une «représentation temps-fréquence », per-
mettant de lire, pour chaque intervalle de
temps donné, les fréquences représentatives
du signal.

La solution la plus simple consiste a décou-
per le signal en courts segments temporels
successifs et a appliquer une analyse de Fourier
classique sur chacun d’eux (voir I'encadré ci-
contre) . Cependant, une découpe simple, mais
brutale, du signal en segments adjacents crée
parfois des artefacts. Afin de les limiter, une
meilleure analyse de Fourier locale fait usage
de fenétres qui sont a la fois pondérées et par-
tiellement recouvrantes (voir la figure page
précédente).

On obtient ainsi une représentation régu-
liere et d’interprétation visuelle aisée. Mais
elle n’est pas totalement satisfaisante sur le
plan de P'efficacité algorithmique, car elle est
redondante: les spectres calculés sur chaque
fenétre ne sont pas indépendants. Le codage
de I'information n’est donc pas optimal et
Pinversion de la transformation, qui permet de
reconstituer le signal a partir de sa représen-
tation de Fourier, est rendue plus difficile.

Plusieurs pistes ont été suivies pour pallier
ces difficultés et trouver de véritables bases
temps-fréquence orthonormées (des familles
de fonctions indépendantes permettant une
description du signal sans perte d’information
ni redondance) pouvant étre associées a des
algorithmes rapides d’analyse et de synthese.

L’existence de telles bases a longtemps été
tenue pour impossible, car elle semblait
contredire certains résultats théoriques en
physique mathématique. Ce n’est qu’au début
des années 1990 qu’ont été développées des
méthodes satisfaisantes telles que la MDCT
(pour Modified Discrete Cosine Transform),
aujourd’hui largement utilisée pour les for-
mats de compression audionumérique (MP3,

Patrick Flandrin

Un peu comme les portées d'une partition musicale (en haut), une analyse de Fourier a court
terme du morceau de musique représente celui-ci sur un diagramme temps-fréquence (en
bas). L'intensité étant codée par la couleur (du bleu foncé pour les faibles valeurs au rouge
pour les plus grandes), cette représentation permet d'identifier les notes par leur hauteur,
I'instant de leur occurrence et leur poids énergétique.

MPEG2-AAC).

Les «bases de Wilson» en sont une
variante. Inspirées d’une idée du physicien
américain Kenneth Wilson (lauréat du prix
Nobel en 1982), les bases de Wilson ont >
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a 15 T T T La premiére détection directe d'une onde
ONDE GRAVITATIONNELLE gravitationnelle a été réalisée en 2015

1 7 par le dispositif interférométrique Ligo,
s aux Etats-Unis. Elle a nécessité une analyse
2 05 - " ) efficace du signal. Cette analyse est
2 o ,,\/. M effectuée par une décomposition de
K (\, \f\/’ \ Fourier locale avec des fenétres «douces»
2 .05 f | (voir la figure page 58), le signal de
T T chaque fenétre étant décomposé sur
5 G |8 | une base de Wilson (une famille

particuliere de fonctions).
-15 L ! ! Le signal brut (a) qu'a recueilli
0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 l'interférometre est constitué d'une
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bouffée bruitée d'oscillations dont

la fréquence s'accélere au fil du temps.
Sa représentation temps-fréquence (b)
montre que |'énergie du signal (codée
par la couleur) se concentre sur une
trajectoire relativement bien définie
dans le plan temps-fréquence.

En ne retenant dans cette représentation
que les composantes dominantes,

il est possible de débruiter le signal

(c, courbe rouge), qui correspond

alors remarquablement bien au calcul
théorique d'un signal gravitationnel
di a la coalescence de deux trous noirs

(c, courbe noire).
0,45

Temps (en secondes)

> récemment joué un role clé dans la premiere
détection directe d’une onde gravitationnelle,
en 2015 (voir la figure pages 60 et 61).

DETECTION D'ONDES
GRAVITATIONNELLES

L’exemple de la détection des ondes gra-
vitationnelles est emblématique de la capa-
cité d’une description temps-fréquence a
mettre en évidence, en présence de bruit, un
signal transitoire de type chirp. Ce terme, qui
signifie «pépiement» en anglais, désigne un
signal transitoire de la forme a(t) sinb(t) ou
les variations de 'amplitude a(t) sont lentes
par rapport aux oscillations décrites par le
terme sinb(t). Avec une représentation
temps-fréquence par une base de fonctions
orthonormées, le gros de I’énergie d’un tel
signal transitoire correspond a quelques coef-
ficients forts, tandis que d’éventuels bruits
parasites se répercutent sur de petits coeffi-
cients, répartis sur I’ensemble du plan
temps-fréquence.

La détection directe d’une onde gravita-
tionnelle est effectuée par une interféromé-
trie optique tres sensible, mise en ceuvre dans
les immenses dispositifs de la collaboration
LIGO-Virgo, dont les concepteurs ont recu le
prix Nobel de physique en 2017. En effet, avec
un interférometre suffisamment grand, le
passage d’une onde gravitationnelle se traduit
par une légeére modification de la longueur
d’un des deux bras du dispositif par rapport
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a lautre. Le systeme des franges d’interfé-
rence observées oscille donc. Dans le cas de
la premiere détection, survenue le 14 sep-
tembre 2015, la source d’ondes gravitation-
nelles était 'effondrement d’un systeme de
deux trous noirs en rotation I'un autour de
l'autre. Cette rotation s’accélere lors de la
phase ultime précédant la coalescence des
deux astres, avec pour conséquence une aug-
mentation de la fréquence de Ioscillation des
franges d’interférence. Le signal mesuré a
alors une structure de chirp.

La représentation temps-fréquence d’un
tel chirp est dite parcimonieuse, au sens ou
elle n’est constituée que d’un petit nombre de
coefficients significatifs, ses contributions
principales s’organisant le long de la trajec-
toire d’évolution de la fréquence. La théorie
prédit que cette fréquence se comporte en
premiére approximation comme ¢ ¥, ou t est
le temps. Cela facilite I'identification du signal
et son débruitage, et le résultat se compare
remarquablement bien avec la prédiction de
la théorie de la relativité générale (voir la
figure ci-dessus).

DES ONDELETTES

POUR FENETRES VARIABLES
L’analyse temps-fréquence est cependant

limitée par l'utilisation d’une fenétre de largeur

fixe. Elle n’est donc pas adaptée aux signaux ou

images dépourvus d’échelle caractéristique, qui

présentent des détails a toutes les échelles.

Patrick Flandrin, d'aprés données de la collaboration LIGO_Virgo
(https:/www.gw-openscience.org/events/GW150914/)
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C’est typiquement le cas des images naturelles,
en raison de leffet de perspective.

Il en est de méme pour certains signaux
sismiques utilisés en prospection pétroliere.
La technique de «sismique réflexion » consiste
a produire une vibration a la surface du sol,
qui se propage dans le sous-sol tout en étant
réfléchie par les multiples couches qui le com-
posent. Les géophysiciens cherchaient a
déduire des informations sur la nature de ces
couches, et notamment la présence éventuelle
de pétrole, a partir d’une analyse du signal
réfléchi. Or pour de tels signaux, I’analyse
temps-fréquence se révélait inefficace: elle ne
permettait pas d’analyser les détails du signal
plus petits que la largeur de la fenétre.

Les ondelettes ont
connu un succes tres
rapide en traitement
du signal et des images

Dans les années 1980, le géophysicien fran-
cais Jean Morlet a ainsi été conduit a abandon-
ner ’analyse temps-fréquence pour introduire
P'analyse par «ondelettes». Il s’agit de décom-
poser le signal sous la forme d’'une somme de
versions translatées et dilatées d’une seule
fonction oscillante et bien localisée, a choisir
de facon appropriée.

En collaboration avec le physicien théori-
cien Alex Grossmann, Jean Morlet introduisit
la premiere variante d’une décomposition en
ondelettes. Il s’agissait d'une transformation
qui décompose un signal f(t) en termes de
toutes les translatées-dilatées d’une certaine
ondelette y(t), c’est-a-dire de toutes les fonc-
tions de la forme y((t-b)/a), ou a, le para-
metre de dilatation, prend toutes les valeurs
positives et b, le parametre de translation,
prend toutes les valeurs réelles.

DES BASES D'ONDELETTES
SANS REDONDANCE

Cependant, ce systéme de représentation
était tres redondant et donc peu efficace. C’est
ici qu’intervint Yves Meyer. En 1986, ce mathé-
maticien francais (lauréat du prix Gauss
en 2010 et du prix Abel en 2017) montra que,
pour certains choix de I’ondelette y, une
famille de translatées-dilatées particulieres
conduit a une base de fonctions orthonormées,
qui permettent donc de représenter le signal
sans redondance.

Les progres se sont alors enchainés rapi-
dement. Stéphane Mallat, aujourd’hui profes-
seur au College de France, établit le lien avec
des algorithmes de décomposition utilisés en
analyse d’images, et introduisit les algorithmes
de décomposition rapides, indispensables
pour les applications techniques. En 1988,
Ingrid Daubechies, physicienne et mathéma-
ticienne d’origine belge, construisit des onde-
lettes a support compact (c’est-a-dire des
fonctions nulles en dehors d’un intervalle de
taille finie), qui autorisent une meilleure effi-
cacité algorithmique. Le standard de compres-
sion professionnel des photographies de haute
définition utilisé aujourd’hui, JPEG 2000, est
fondé sur des décompositions de ce type (voir
la figure page 62).

Les décompositions en ondelettes ont
connu un succes tres rapide en traitement du
signal et des images. En effet, pour de vastes
classes de signaux, elles donnent lieu a des
décompositions parcimonieuses, ou ne
figurent qu’un petit nombre de coefficients. De
telles représentations rendent possible une
tres forte compression des données, sans
réelle perte d’information. Cette propriété est
importante non seulement pour transmettre
rapidement et efficacement des données, mais
aussi pour éliminer les bruits parasites: un
algorithme performant consiste simplement a
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> annuler les plus petits coefficients dans la
décomposition du signal en ondelettes. La
théorie statistique qui justifie et développe
cela a été mise au point par David Donoho
(lauréat du prix Gauss en 2018), de 'univer-
sité Stanford, et ses collegues.

De facon générale, les développements de
I’analyse de Fourier sont au cceur de I'actualité
scientifique et technique. Ils interviennent par-
tout dans le traitement de données vocales ou
musicales, ou la séparation des sources et leur
caractérisation s’appuient sur I'identification
de motifs spectraux et de leurs occurrences au
fil du temps.

En ingénierie biomédicale, la détection de
signatures temps-fréquence caractéristiques
dans des enregistrements de signaux ou
d’images dans différentes modalités (élec-
troencéphalographie, électrocardiographie,
magnétoencéphalographie...) peut étre asso-
ciée a diverses pathologies.

UNE APPROCHE QUI NE CESSE
DE SE RENOUVELER

Plus fondamentalement, 'une des tech-
niques d’apprentissage profond les plus
récentes, la «transformée de scattering», déve-
loppée par Stéphane Mallat et ses collegues,
peut étre interprétée comme une variante des
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JPEG2000

La norme JPEG de compression d'images, créée en 1992 par le collectif d'experts nommé Joint
Photographic Experts Group, est d'un usage trés répandu. Elle utilise une représentation des

images a base de fonctions cosinus (DCT, pour Discrete Cosine Transform). En 2000, a été proposée

la norme JPEG 2000, qui utilise une compression a base d'ondelettes. Comme le montrent ces

images (décompressées), la compression JPEG 2000 offre une qualité bien meilleure que la norme

JPEG initiale, pour une méme taille de fichier.

techniques des réseaux de neurones profonds,
ou ’on calcule des itérées de la transformée en
ondelettes. Elle et ses variantes ouvrent la voie
a de nouveaux algorithmes de classification de
sons ou d’images.

On peut noter enfin que la théorie récente
de I'«acquisition comprimée», ou compressed
sensing en anglais, introduite par Emmanuel
Candes, Justin Romberg, Terence Tao et David
Donoho, parvient a exploiter le fait qu’un signal
ayant une représentation parcimonieuse dans
une base bien choisie (ce qui est le cas avec les
ondelettes pour la plupart des données natu-
relles) peut étre acquis au moyen d’un tres
petit nombre d’échantillons. Cette théorie
trouve actuellement des applications impor-
tantes en imagerie médicale: on a ainsi pu
réduire de fagcon spectaculaire le temps néces-
saire pour effectuer une IRM.

Ainsi, 'approche proposée par Fourier ne
cesse de se renouveler sans rien perdre de ses
principes fondateurs. Deux siecles plus tard,
elle reste d’une étonnante actualité. m
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